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Предложен новый способ обоснования ускоренного градиентного слайдинга Дж. Лана, позволяю-
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ными методами редукции дисперсии. Получены новые оптимальные оценки для решения задач ми-
нимизации суммы гладких сильно выпуклых функций с гладким регуляризатором.

Ключевые слова: ускоренный градиентный слайдинг Дж. Лана, ускоренные методы редукции дис-
персии, гладкие сильно выпуклые функции
DOI: 10.31857/S268695432003008X

Многие задачи анализа данных (машинного
обучения) приводят к необходимости решения
задач минимизации функции вида суммы (эмпи-
рический риск) с большим числом слагаемых, от-
вечающих объему выборки [1, 4, 14, 15]. В послед-
нее десятилетие активно развиваются численные
методы оптимизации функции вида суммы [1, 4,
6, 9]. В частности, были получены оптимальные
методы (ускоренные методы редукции диспер-
сии) для такого класса задач, когда слагаемые в
сумме – гладкие (сильно) выпуклые функции,
см., например, [9]. Были исследованы задачи, в
которых дополнительно в минимизируемую
функцию вносится аддитивно, возможно, не-
гладкий, но выпуклый/сильно выпуклый компо-
зитный член (по терминологии анализа данных
вносится слагаемое, отвечающее “регуляриза-
ции”), являющийся проксимально дружествен-
ным [1, 10], т.е. задача минимизации такого члена
с квадратичной добавкой – простая задача. В на-
стоящей работе предлагается способ получения
оптимальных оценок для случая, когда композит-

ный член будет выпуклым (сильно выпуклым)
гладким, но уже не будет проксимально друже-
ственным. Не предполагается проксимальная
дружественность и у слагаемых в сумме.

В разделе 1 техника ускоренного градиентного
слайдинга Дж. Лана [9, section 8.2] будет объясне-
на с помощью популярной в последнее время
конструкции каталист [1, 11]. Обнаруженный
способ позволил распространить область прило-
жений техники слайдинга на интересующий нас
класс задач. В разделе 2 результаты обобщаются
на различные негладкие постановки задач, в част-
ности на обобщенные линейные модели [15] и
другие модели, допускающие эффективное сгла-
живание [2, 13].

1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим следующую задачу:

(1)

где f и gk имеют  и  – липшицевы градиенты в
2-норме, а функция F – -сильно выпуклая в
2-норме, причем . В задаче (1) введем до-
полнительное условие . Результат Дж. Ла-
на [9, section 8.2] заключается в том, что для реше-
ния рассмотренной задачи с заданной точностью
достаточно  вычислений  и 
вычислений , т.е.  вычислений .
При этом не важно с какой именно точностью .
Эта точность будет входить под логарифмами в
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приведенные далее оценки, а для наглядности ло-
гарифмические сомножители было решено опу-
стить. Далее оговорки о точности решения возни-
кающих подзадач также опускаются, поскольку
все это влияет только на логарифмические со-
множители в итоговых оценках, которые опуще-
ны. Здесь и далее  с точностью до лога-
рифмического множителя.

Наложим еще одно дополнительное условие
. Применим к рассмотренной задаче тех-

нику каталист [1, 11]. Отметим также, что если ис-
пользовать технику каталист в варианте [1, 8], то
применение данной техники не привносит до-
полнительного логарифмического множителя.
Тогда вместо исходной задачи (1) потребуется

 раз решать задачу вида

(2)

где  по построению должно удовлетворять нера-
венству . Задачу (2) можно решать не-
ускоренным композитным градиентным методом

[1, 12], считая  композитом. Чис-
ло итераций такого метода будет совпадать с чис-
лом вычислений  и равно . Но в
условиях задачи не предполагалась проксималь-
ная дружественность функции g, поэтому возни-
кающую на каждой итерации неускоренного
композитного градиентного метода задачу вида
(детали см. в препринте [7])

(3)

в свою очередь, необходимо будет решать. Для ре-
шения задачи (3) можно использовать ускорен-
ный композитный метод редукции дисперсии [1,

9, 10], считая  композитом.

Число вычислений  для такого метода будет
. Точнее говоря, оценка имеет

вид: . Однако в виду предпо-
ложений , :

Таким образом, общее число вычислений  бу-
дет

(4)
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Первое слагаемое появилось из-за того, что в ка-
талисте требуется считать  на каждой итера-
ции.

Выбирая параметр  ( ) так, чтобы вы-
ражение (4) было минимальным, получим (с учетом
сделанных предположений  и ,
что . Следовательно, имеет место

Т е о р е м а  1. При  задачу (1) можно
решить с помощью описанной выше техники за

 вычислений  и  вычисле-
ний

Последняя оценка в  раз лучше оценки,
которую можно получить, используя исходный
ускоренный градиентный слайдинг Дж. Лана [9].
Несложно заметить [9], что приведенные в теоре-
ме 1 оценки оптимальны с точностью до логариф-
мических множителей.

Заметим, что в описанном выше подходе с g(x)
общего вида ускоренный метод редукции диспер-
сии можно заменить на покоординантный спуск
или безградиентный метод [5]. Таким образом,
можно получить расщепление задачи не только по
гладкости или структуре слагаемых, но и по струк-
туре оракула, доступного для каждого из слагае-
мых. Другой пример такого расщепления см. в [3].

Заметим также, что если в описанном выше
подходе ограничиться вариантом каталиста из [1,
11], то все рассуждения можно провести в модель-
ной (для f) общности [1].

2. ПРИЛОЖЕНИЕ
Заметим, что аналогично случаям задач из [1,

14, 15] описанная выше техника может использо-
ваться и тогда, когда gk – не гладкие функции, но
допускающие сглаживание [2, 13]. Скажем, двой-
ственное сглаживание по Ю.Е. Нестерову [1, 2,
13]. А именно, предположим, что функции gk име-
ют проксимально-дружественные сопряженные
функции . В частности, это имеет место для
обобщенной линейной модели [15], в которой

. Тогда, регуляризируя сопря-
женные функции  с коэффициентом регуляри-
зации ~ε, где ε – желаемая точность (по функции)
решения исходной задачи, получим, что ε/2-реше-
ние сглаженной задачи будет ε-решением исход-
ной. При том, что для сглаженной задачи Lg ~ .

Заметим, что с помощью регуляризации исход-
ной задачи [1] описанные выше результаты распро-
страняются с сильно выпуклого случая на просто
выпуклый случай. Для этого в постановку выпук-
лой задачи (1) вносится регуляризация ,

где . Здесь ε – желаемая точность реше-

∇F

L μ ≤ ≤ fL L

≤f gmL L μ � )fL
� fL L

≤f gmL L

μ�( / )fO L ∇f μ�( / )gO mL
∇ .kg

�( )O m

*kg

:=  , ( ) ( )k k kg x g a x
*kg

−ε 1

+μ 2
2/2 x

μ = ε 2/R



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 492  2020

УСКОРЕННЫЙ ГРАДИЕНТНЫЙ СЛАЙДИНГ-МЕТОД 87

ния задачи по функции, а  – 2-норма ре-
шения (на практике можно брать оценку сверху
[1]). Из [1] следует, что ε/2-решение так регуля-
ризованной задачи будет ε-решением исходной
задачи (1). Продемонстрируем возможные пре-
имущества предложенного подхода в выпуклом
(но не сильно выпуклом случае).

Рассматривается постановка задачи

Предполагаем, что , матрица A =
= [a1, ..., am]T имеет  ненулевых элементов,

 = O(s), где  и C – неотрица-

тельно определенная матрица с .
Ускоренный градиентный метод (FGM) [1] будет
требовать

итераций для достижения точности ε по функции
со сложностью одной итерации

арифметических операций (а.о.). В настоящей
работе предложен подход, который требует

итераций ускоренного градиентного метода для
квадратичной формы (первого слагаемого). При
этом сложность одной такой итерации

Также предложенный подход требует

итераций ускоренного метода редукции диспер-
сии [1, 9, 10]. При этом сложность одной такой
итерации

=
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Для наглядности эти результаты собраны в
табл. 1. Из табл. 1 можно сделать вывод, что при

, , предложенный в
данной работе подход имеет лучшую теоретиче-
скую сложность, чем ускоренный градиентный
метод, который принято было считать наилуч-
шим для данного класса задач.
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In this article, we propose a new way to justify the accelerated gradient sliding of G. Lan, which allows one to
extend the sliding technique to a combination of an accelerated gradient method with an accelerated variance
reduced method. We obtain new optimal estimates for solving the problem of minimizing a sum of smooth
strongly convex functions with a smooth regularizer.
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